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	 ا��������ت��
�
   ا���د

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

01/ء ا��-�, ا�+ %� ��ت %$�*�(� )'��! �
اً %$�#� ه"! ا��� ��ت ه� ���� ا�������� ، 

 �5� 341 ا���2 %$�#� ه"! ا��� ��ت ا��$�*�(� ه : 
ا��$�#� 2�9 ا��-�-� زا7

  :ا��@(@�ت ا�?���7 ا�/او�� 5�ق ا��-�, ، إذن 
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∫  

  

ا���0�ع ��
أ %, ا��4N أو %, أي �
د H%�I9 ��J��% ,I�� K��  ��L ا�
ا��  
ون أي 

  .أ �Qم 

  

  

 

0
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nn

i x

f n
f i f x dx

=
= +∑ ∫

 

 �%, ��ل ا��ا *� ا��
�-J�H( إ��I�� �Q--� أن 
S$�1 ���� ا��������ت 
 ��N�)ً� ا��������ت ا��� ه

  .�(+ HIT %�0�ع 
  

������ت VWX9 Y آ@�� %, ا��
 ,% ,I� ، �*�$  Z وا��

��?��I�� S, ا��ل ه"ا 
 �*�$  Z ل ا�+ روا�)�ا�

�,% ��@I ا��������ت .  
  

 � :ه"! ا��ا *� ه
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:  ا�
ا�� �Q"ا ا���0�ع ه� n%�0�ع ا]�
اد %, ا��ا#
 ا�+ أي �
د %@H   :���ل 

( )f x x=  

  

2

0

( 1)1 2 3 4
2 22 2

n n n n n n
n xdx

+
+ + + +⋅⋅⋅+ = + = + =∫  

  

1 ا��?
ار ا��?���� :���ل  1 1 1

1 2 3 4
+ + + + ⋅⋅⋅ �1:   ا�
ا�� �Q"ا ا��?��S ه

( )f x
x

=  

1

11 1 1 1 1 1
ln

1 2 3 4 2

1

2

n

n
xn n
dx

n
+ + + + ⋅⋅⋅+ ≈ = ++∫  

  

  

1 ا�?��� ا��?�����  :���ل  2 3 4 n× × × ×⋅⋅⋅× �ln:  ا�
ا�� �Q"ا ا��?��S ه n  

ln1 ln 2 ln 3 ln 4 ln ln(1 2 3 4 )n n+ + + + ⋅⋅⋅ + = × × × ×⋅⋅⋅×  

  

1

1 1
ln(1 2 3 4 ) ln ln ln ln

2 2

n

n xdx n n n n n× × × ×⋅⋅⋅× ≈ + = − +∫  

1

1 1
ln ! ln ln ln ln

2 2

n

n xdx n n n n n≈ + = − +∫  

  

1! n nn n ne −≈  
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� ا������������ �� 19  


د ��a زا7
  � L#�د!  ه� ا��
د ا�"ي %�0�ع أر��%� 19ا��
د ا�"ي �?�H ا�?$�� �(+ �

   .19اd#�د %, ذ�c ا���H�?� b ا�?$�� �(+ 

  

 HIeا ا�"Q  د
  :�41ض أن ا��
1 1

1 1 010 10 10n n

n nN a a a a−
−= + + ⋅⋅⋅ + +  

  

 �  �W12ب 	��5, ه"! ا��ا *� 5
1 1

1 1 02 2 10 2 10 2 10 2n n

n nN a a a a−
−= × + × + ⋅⋅⋅+ × + ×  

  

HIeا ا�"Q  رة���ه"! ا� iX)1:  
1 2 1 2

1 1 1 1 0

19

2 19 10 19 10 19 (10 10 2 )n n n n

n n n n

number

N a a a a a a a− − − −
− −

×

= × + × + ⋅⋅⋅+ + + + ⋅⋅⋅+ +
�����������������

  

  

 H�د دا
 و ه"ا ��-� %�0�ع أ�
اد ا��
د زا7
 H�?�19 ا��?$�S0�)  ( +)� b أن �I�ن ا��


د اd#�د �.  

  

  : ]ن H�?� 19 ا�?$�� �(+ 8664 :���ل 

� �

19 46 19 5

8664 866 8 874 87 8 95 9 10 19
× ×

→ + = → + = → + =  

  

  : ]ن H�?� 19 ��?$�� �(+ 14307 :���ل 

� �

19 76 19 8

14307 1430 14 1444 144 8 152 15 4 19
× ×

→ + = → + = → + =  
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 ���   ������11 ا������ 

� �

� �

� �

�

1 1
1 1 0

1 1 0
1

1 1 0
1

1 1 1
1 2

1 1 1

10 10 10

10 0 10 0 10

10 0 10 0 10

10 0 10 1

10 0 99 9

10 11

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n n

n n

n n n

n n

N a a a a

N a a a a

N a a a a

a a a

a a a

a a a

−
−

−
−

−
−

− − −
− −

= + + ⋅⋅⋅+ +

= ⋅⋅⋅ + ⋅⋅⋅ + ⋅⋅⋅+ +

= ⋅⋅⋅ + ⋅⋅⋅ + ⋅⋅⋅+ +

⋅⋅⋅ = ⋅⋅⋅ −

⋅⋅⋅ = ⋅⋅⋅ +

⋅

⋅

⋅

= −

���
  

  

 HIeا ا�"Q  د
  :S�I1 ا��

� 1 1 1 1 0

2

11

10 1 99 9 11 ( )n n n n

n n

number

N a a a a a a a− −

−

×

= ⋅⋅⋅ + ⋅⋅⋅ + ⋅⋅⋅ + − − + ⋅⋅⋅+ −
���

�������������

  

  


د زو�� ، إذا آ�ن �
د�41nض أن � S�9ه"ا ا��� �5  Y �0��-%�ت و ا����5دي �9'�� ا� 

 ��'�9 .  

  

 H�د دا
  . أو )H�?�11 �4 ا�?$�� �(+ ( ) �S0 أن �I�ن ا��

  

  : ]ن H�?� 11 ا�?$�� �(+ 1243 :���ل 

1243 1 2 4 3 0→ − + − =  

  : ]ن H�?� 11 ا�?$�� �(+ 11187 :���ل 

11187 1 1 1 8 7 0→ − + − + =  
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  �#�� ه!� ��

  

  

  

  

  

  

  

  . CBA %, %$�#� ا��@(K 12 وا#
 �(+ 2�nPAO %$�#� ا��@(K أي إ

  

  

  :ا]��nت 

1
2

1
4

1
2

S S
AMC ABC

S S
AOC ABC

S S
AOC AMC









=

⇒ =

=

  

  

t% ��W?  2-��Jأ ��W?ت ه"! ا���nس�ا��ا *�  �, �*�, ، �-�� ,��	�?�%  K)@ا�� H�دا 

�  :ه

1
AP BM AO

PB BC OM
× × =  

  

 K)@ه"ا ا�� �  : إذن MO=AO:  �� أن 5

 

 K)@ا�� �5CBA V)Wا� aN-%  CB �ه 

MA،  ZXا� bJ�1 CP  K��  MO=AO  

  :2�n إ 

1

2OPA ABCS S=
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� �

1 2

1
2

AP BM AO
PB AP

PB BC OM
AOBM

× × = ⇒ =  

  :إذن 

1
3

S S
APC ABC

=  

  

1 1 1
3 4 12

S S S S S S
AOP APC AOC ABC ABC ABC

= − = − =  

 
1

12
S S
OPA ABC

=  
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  ا���'س ا�%���$

 ، �4( ��4Nس ا��ا��@�ل 9? H��J +)� ، ح�ا�$* ���y1 �5 bQ% V��% ح�س ا�$*�9?

 S��J !آ� ��eس ا��و 9? S��% !�Iس ا��9? .*% 
� �-���y ا�$*�ح �'�وس �-����

� %�ذا �� آ�ن ا��?�س �
د ����� ؟��  �5 �*�  

  

 �5� ���y1 ا�$*�ح �'�وس ، %��د�� ا�$*} ا�
وار ه:  

( )sin

( )cos

( )

x f u v

y f u v

z h u

=

=

=

  

f ,% V �9 u 2 �n س�و ا��? K ����?�T[د�� ا��ه"! ا�� �
��ن 5N� :  

  

2

2

d f
Kf

du
= −  

  

  : %, ه"! ا��ا *� hد�� H# ,% +)� HN�1 ه"! ا����

  

2 2 1f h′ ′+ =  

�41Kض إن  i= 1 وi   : إذن =−

2

2

d f
if

du
= −  

2

2 0
d f

if f if
du

′′= − ⇒ + =  
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�41ض 
tf eω= إذن :  

  

20 0 it tf if e ieω ωω ω −′′+ = ⇒ + = ⇒ =  

  

1

2cos cos
2 2sin ( ) sin

2 2 4 4 2 2
i i i i i

π π π π
= − ⇒ − = − = −  

  

2 2

2 2
(1 ) (1 )

2(1 )22 (1 )
2

i t i t
i tf e f i e f ie

− −
−′ ′= ⇒ = − ⇒ =−  

  

2 2

2(1 )2

2(1 ) 2(1 )1 1

1

i t

i t i t
h dth

f h

f ie
ie ie

−

 − −
⇒ + ⇒ = +




′ =

′ ′+ =

′ =−

∫  

  

2(1 )1 i t
h dtie −
= +∫ ����� �J�?9 {*J د����% �  !   ه"! ه

  

� ؟  إذا آ�ن ا�$*} #?�?� هH %, ا���I, ان ���Xم ا�$*} ا��Q4% �ه-� %� ه bQا�$�ال ا��

� ؟ �I�ن 9?�س ه"ا ا�$*} ����  

  

 ، �5� ه"ا ا��@�ل ا��?�س ���� �Qا�� H(��-J �  . آ"�h ������ cو ا�
ا�� ا��
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  ,�+ ا��'ى ا�(')�� 

 �� آ�و�� ���S  �آ@� ا]��ام ا�$��و��  ���-��� ا��Iوي ��?H ا�?�ى ا�����د 5#�9

 ���T آ�وي او {�N� �)��	 ��-%��5ة ز 
ا�I�ن ، و آb$� H �� �9آ-�! 5� ا��W4ء  �

e  !�Iا� HI.  

  

)IT �ً�$� د��    ��41ض أن���)� VWX� �J
-Qا� ( , , ) 0f x y z = �5 b$0إذا آ�ن ه"ا ا�  

 �Q0�% H?#:  

x y zF F i F j F k= + +
�� � �

  

  


اً ، أو أن ��ة ا��?H 49�ق � �)�)� H?ه"ا ا�� �5 b$0ا ا�"Q� ��)�ا
�41ض أن ا��?�و%� ا�

 b$0)� ��)�ا
  .ا�?�ى ا�

  

% �  :��Q0 ا�?�ى ا����د�� �(+ ه"ا ا�$*} ه

f f f
gradf i j k

x y z

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

�

  

 ه"ا ا�b$0 أ�n ه"! ا�?�ة و  �� أن ا��?�و%� ا�
ا�(��  ��-$�� �?�ة ا��?H ����4 �5ن ��'��

b$0د�$�� ه"ا ا�����9ك �(+ %$�� �� H?ة ه"ا ا���� �nأ b$0أ�/اء ا�.   

  

 �Q0ا���gradf F×
� �

) ه� %��س �(+ ا�$*}   , , ) 0f x y z =  ��$% �Q� �5 �Q�Q� و

  . �"�S0� c أن I9�ن �Q0�% ا�1t-�ء ا��0�د�$� �Q"ا ا�$*} )�4 . ا��0�د�$�� 

  

 HIe  �وي ه�Iذو ا��-��� ا� H?ا��F xi yj zk= + +
�� � �

c�"� :  
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2
1

2 2 2 2 2
2

2
3

1

2

1

2

1

2

x

y x y z

z

f
x f x c

x

f
y f y c f f f c x y z R

y

f
z f z c

z

∂
= ⇒ = + ∂ 


∂ 

= ⇒ = + ⇒ + + = ⇒ + + =
∂ 




∂ = ⇒ = +
∂ 

  

  

و ه"ا ��-� ا�b$0 . ا�b$0 آ"�c آ�وي و �Q0�% ا�1t-�ء )�4 5� ه"ا ا��?H ا��Iوي 

���H?�  �n ا�?�ى و ���" H?# HIT ا�?�ى ، وآ"��Q0�% c ا�1t-�ء )�4 و 9�-� أن 


 IT ��'9(� #�+ ا��)�ل ا�+ ا�HIe ا��Iوي Q5� ��Nف أ�Hّ ���� %, ا�*��� -� b$0ا�

 �)IT ��'��.  

  

� ا�I�ن ه� ��3 د��H �(+ آ�و�� ا�I�ن ، �5@ً� أي ا��?H ذو ا��-��� ا��Iوي ا�����د 5

و . b0# %, ا�Q�اء دا�H ا���ء ���" ا�HIe ا��Iوي ،  �-�� HIT ا���ء ��3 ه� ��3 آ�و�ً� 


 أ2�X�1 ا�Q�اء ]ن ا��?�و%� ا�
ا�(�� �b$0 ا�Q�اء أو �4?��� %, ا�Q�اء  ��-$�� �?�ى �

  .ا��?H ا��Iوي ا���-��� �(��ء �(�(� �
اً 
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���. ا����-  

 K)@ا�� �آ�21 ه"! ا��X)�� ا��
د�� �N�X9 �(+ ا��� V� �9 . ,I�� ,I� Z?5 V ا]�
اد 5

 HIeا ا�"Q  و K)@م �(+ ا���ا�� �Q9
  :%�eه
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��
   ا��23'��� و ا����01ا��وال ا������

  :  ه�  Q"ا ا�xe  HIeا�
ا�� %������ 

1 2 3 4 5 6 7 8

1
1! 2! 3! 4! 5! 6! 7! 8! !

n
xe

x x x x x x x x x

n
= + + + + + + + + +⋅⋅⋅+ 

  

 HIeا ا�"Q  وال
 :1��ف ه"! ا�

4 8 4

5 9 4 1

2 6 4 2

3 7 4 3

( ) 1
4! 8! (4 )!

( )
5! 9! (4 1)!

( )
2! 6! (4 2)!

( )
3! 7! (4 3)!

n

n

n

n

x x x
f x

n

x x x
g x x

n

x x x
h x

n

x x x
k x

n

+

+

+

= + + +⋅⋅⋅+

= + + +⋅⋅⋅+
+

= + +⋅⋅⋅+
+

= + +⋅⋅⋅+
+

 

  :إذن 

( ) ( ) ( ) ( ) xef x g x h x k x+ + + = 

  

   :kه"! ا����د�� ا����4(�� �(
ا�� 

3 2

3 2
xe

d k d k dk
k

dxdx dx
+ + + =  
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 ������% �  :ا�
وال ا��@(@���9 ا�Q"����� و ا��$*�� ه

  
3 5 7

2 4 6

3 5 7

2 4 6

sin( )
3! 5! 7!

cos( ) 1
2! 4! 6!

sinh( )
3! 5! 7!

cosh( ) 1
2! 4! 6!

x x x
x x

x x x
x

x x x
x x

x x x
x

= − + − + ⋅⋅⋅

= − + − + ⋅⋅⋅

= + + + + ⋅⋅⋅

= + + + + ⋅⋅⋅

  

  

 �����"Qوال ا��@(@���9 ا�
  :ا�

( ) ( ) cosh( )

( ) ( ) sinh( )

f x h x x

g x k x x

+ =

+ =
 

  


وال ا��@(@���9)� c�"ا��$*��آ :   

( ) ( ) sin( )

( ) ( ) cos( )

g x k x x

f x h x x

− =

− =
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1( ) (cosh( ) cos( ))
2

1( ) (cosh( ) cos( ))
2

1( ) (sinh( ) sin( ))
2

1( ) (sinh( ) sin( ))
2

f x x x

h x x x

g x x x

k x x x

= +

= −

= +

= −

 

  

 .%, ��ل ه"! ا��وا Z �1#� ا]ر��9ط  �, ا�
وال ا��@(@���9 ا�Q"����� و ا��$*�� 
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  ا4��اد ا4و���

�9
أ  � �(+ 9 أو 7 او 5 أو 3 أو �1?
 وز�2 ا]�
اد  *��?�  ��K ا]�
اد ا]و��� ا��

 
  : Q"ا ا�HIe .  ���د وا#

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

    3 * 5 * 7 * * * 

11 * 13 * * * 17 * 19 * 

* * 23 * * * * * 29 * 

31 * * * * * 37 * * * 

41 * 43 * * * 47 * * * 

* * 53 * * * * * 59 * 

61 * * * * * 67 * * * 

71 * 73 * * * * * 79 * 

* * 83 * * * * * 89 * 

* * * * * * 97 * * * 

101 * 103 * * * 107 * 109 * 

* * 113 * * * * * * * 

* * * * * * 127 * * * 

131 * * * * * 137 * 139 * 

* * * * * * * * 149 * 

151 * * * * * 157 * * * 

* * 163 * * * 167 * * * 

* * 173 * * * * * 179 * 

181 * * * * * * * * * 

191 * 193 * * * 197 * 199 * 

* * * * * * * * * * 

211 * * * * * * * * * 

* * 223 * * * 227 * 229 * 

* * 233 * * * * * 239 * 

241 * * * * * * * * * 

251 * * * * * 257 * * * 

* * 263 * * * * * 269 * 

271 * * * * * 277 * * * 

281 * 283 * * * * * * * 

* * 293 * * * * * * * 

* * * * * * 307 * * * 

311 * 313 * * * 317 * * * 

* * * * * * * * * * 

331 * * * * * 337 * * * 

* * * * * * 347 * 349 * 

* * 353 * * * * * 359 * 

* * * * * * 367 * * * 

* * 373 * * * * * 379 * 

* * 383 * * * * * 389 * 

 

ا�0
ول ���
اد  ه"ا

%�  %,  ��1 ه���ا]و�

t�  ال آ�����0�5 H$آ

 c$� . 
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5� %?�م آ$�  $*� وا#
 ، nإذا آ��-� ا]�
اد ا�*�����  ����S�9 %, ا��ا#
 ا�+    

د أو� +)� HN�-Jل �ه �� S��?9 8.1.  

  
 

 
λ = 0.12345678910111213141516171819… n 

 
 

n
j

...51601112131411234567891.0
11

==
λ

 

 
 
 
 

1234567891011121314151617181 
9202122232425262728293031323 
3343436373839404142434445464 
7484950515253545556575859606 
1626364656667686970717273747 
5767778798081828384858687888 
9909192939495969798991001011 
0210310410510610710810911011 
1112113114115116117118119120 
1211221231241251261271281291 
3013113213313413513613713813 
9140141142143144145146147148 
1491501511521531541551561571 
5815916016116216316416516616 
7168169170171172173174175176 
1771781791801811821831841851 
8618718818919019119219319419 

5196197198199200 
 
 
 

jlanda 
 

8.1 8.1 
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n=25 
8.100000067076033613307319673834167877536008849514 
49246281054309160598595678911226384692552225381083 
01386722083701511136443869562388060637534816773712 
82593926799945545998845972768668430028403467502659 
37435905487715828815069266157134690672592966540452 
75489085007606605066809926654018474309860294569205 
86566406879695006668298791871276159558588613935566 
16841387993074460131522480480347880410883178002306 
00433921863651474636928568528965652905928763050325 
78081796382207160092398595337686355486120799650567 
 
n= 50 
8.100000067076033613307319673834167877535836473478 
57972252510475910050861769226508411612270396858371 
94313499998167846944674477777916697130315886170773 
20666173068877400726313607106343299923431234339068 
70707217903546221317762919138236092198366152309805 
22291781581525108893092413945014599046348572359734 
45513768578297950673919840724824678279347547889723 
07475206767283526189143503921346349833049165694731 
15493916278016431224256797173186925072533613613112 
15285222886266270130244201476226937389363880669881 
n=100 
8.100000067076033613307319673834167877535836473478 
57972252510475910050861769226508411612270058800515 
10455696444897470121011896327788564633331824006697 
07852077951419490811394792542757187799657717572629 
38903876348107628924611477677666255845320413399814 
62786066835565345362918763997804910360919748573744 
64484912372569487140992268099792621945242734510746 
08470327921749860748618846555787408307770391496881 
31946696083582804187107916412133095405898932296682 
04344860452518820015845463694254957236238065820348 
 
n=150 
8.100000067076033613307319673834167877535836473478 
57972252510475910050861769226508411612270058800515 
10455696444897470121011896327788564633331824006697 
07852077951419490811394792542757187799657710939320 
29451767234228125599607457188351997476420453150742 
98885608701413748955657471693793085972325440604050 
81024227308848662024479383350925078744729435451533 
96445615070821925077617984564004899521038815134466 
47043338070803316626655591188358122123828831706810 
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59190816677197844619274498631522569424676288564773 
 
n=200 
8.100000067076033613307319673834167877535836473478 
57972252510475910050861769226508411612270058800515 
10455696444897470121011896327788564633331824006697 
07852077951419490811394792542757187799657710939320 
29451767234228125599607457188351997476420453150742 
98885608701413748955657471693793085972325440604050 
81024227308848662024479383350925078744729425534441 
03176530236047662673486602098067774893203740768039 
74353703684908685129773867263083754343655874747164 
25939633903537919259254987587254294976733460744088 
 
 

j=8.100000067076033613307319673834 
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