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Modular Arithmetic 

 

�� ه����� أن ���ن  ��
م�) أو �#& %�ع #�"� 
ا ا��!�ل م� ا��
�ب �� � � ا���ما�

�1+�دة ، ��� م5�6 "-�رت ا��1/#�ت 2 ���� ا(�01/�ء �� ا�-�ق ا�+���& و م� ��م ا(

& و ا��
�ب ا������ ه� A���. ا�?�<#& ا��1 آ�ن ��6 ا��ور ا��6> �� "�;� ه�: ا��1/#�ت 

  . ���� ا���ل �/& ه� %E��& ���� م� �6��D ا��Cض �� ���> ا(��اد 

  

 ���� &��D ا(��اد ، و م� F��E% �� F�6ا�� G#Hب ا������ م� ا���ا�
1
� ا��?�

 �DI د �<5 ��د�� <#
أول م� أدD) ه�: . ح
�ب ;�ب<#F ا��
�F ب#� ا(��اد و ب�;� "�

�� %E��F ا(��اد ه� ���> ا F���-ت ا(���%� ا��#H���� وس�M)Carl Friedrich 

Gauss( ]��� رواب` ه�ا ا��
�ب ��Hً� �� ��مF  ) ≡(  و أ�1?�) ��مF ا���1


#��6 �<5 ��د ( = ) . ا�1
�وي �" F#>ب�; F�ه/�ك أ��اد �E#�& و آ
#�ة ��اً 2 ���� م?�

�
#` ���� م?�
F ;�ب<#DI F� ح51 م� �Dل ا�����ب ��� م� �Dل ه�ا ا��
�ب ا�

آ��d ��ه> ا��
�ب ا������ �� "-�ر %E��F ا(��اد ا(و�5 . ا��
�F و ب
��F#��� F ��اً 

�#�6 م� �Dل ه�ا ا��
�ب  ��
  .و ه/�ك ;���e ����ة �� %E��F ا(��اد ا(و�5 ���� ا�

  

 &
��
��` أي ا(��اد ا�-
#?#& ا� F�#� اد ا���f� ا(��اد ه� F��E% ��ا��
�ب ا������ 

,:  ا����
& و ا� +� أي و 2, 1,0,1,2,Z ⋅ ⋅⋅ − − ⋅⋅⋅=  



 2                                                 ��ل ا���ج �
�                                ا��
�ب ا������

�� ه�: ا����F ���� آ�1بF ا�?�د b ه� ا�?�د n �<5 ا�?�د aإذا آ�ن ب�;� "�
#> ا�?�د  a :�6ب 

 F���-ا�:  

(mod )a n r b a b n= × + ⇒ ≡  

 �#
mod)ه�ا ا�1? )a b n≡ب ا����
�� ا�� F#ب�
��� ، و م�  ه� ��ه� ا�?�<#�ت ا��

�Dل ه�ا ا�1?
#� أو ا�?1��r ���� أ��1/1ج ب?q ا��واب` ، �/
1?�ض ه�: ا��واب` ب?� 

 F-اب�ه�: ا� ��
#� ا(ر"
�ط ا�?�دي � `#
  .م�tل ب

  

   :���ل

        11 3 2 5 11 5(mod3)≡ × + ⇒ ≡ 

 

 

(mod )a n r b a b n= × − ⇒ ≡−         11 3 4 1 11 1(mod3)≡ × − ⇒ ≡− 

  

 :واب` �� ا��
�ب ا������ أه> ا��

(mod )

(mod )

(mod )

a b n

a c n

b c n

≡

⇒ ≡

≡







 

 

(mod )

(mod )

(mod )

a b n

a c b d n

c d n

≡

⇒ ± ≡ ±

≡






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(mod )

(mod )

(mod )

a b n

a c b d n

c d n

≡

⇒ × ≡ ×

≡







 

  

  

mod):  ��) ��د ���� آ�1بF ه�: ا��اب`  )a a n≡  

 


) ا��
�a 5>� Fإذا آ�ن ا�?�د �� n 0:  إذن(mod )a n≡ 

  

�� ا��
�ب ا������ ه�: ا��اب-F و %�آ�ه� مG ا(ث
�ت ��6 م� ا��واب` ا� F�6�:  

 

(mod ) (mod )m ma b n a b n≡ ⇒ ≡ 

  :أث
�ت 

1( ) ( ) ( )m m m m m ma n r b a n r b n r n ra b b−≡ × + ⇒ ≡ × + × ×⇒ ≡ + × +⋅⋅⋅+
 

  :إذن 

1 2 1( )m m m m m ma n n r n r b b− − −≡ × × + × × +⋅⋅⋅ +  

  

(mod )m ma b n≡  

■ 
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11أث
z أن ا�?�د  : ���ل 2n n−5>� F�
3  ��
) ا��  

  

0
11 2(mod3) 11 2 (mod3)

11 2 2 2 (mod3) 11 2 (mod3)
2 2(mod3) 2 2 (mod3)

n n

n n n n n n

n n



⇒




≡ ⇒ ≡
− ≡ − ⇒ − ≡

≡ ⇒ ≡

 

 

 

 

 9nم� ه� ر;> Iح�د ا�?�د  : ���ل

  : إذن 10ب�� أن Iح�د أي ��د �
�وي ب�;� "�
#> ذ�d ا�?�د �<5 

  

9 1(mod10) 9 ( 1) (mod10)n n≡− ⇒ ≡ − 

  

  

 z%إذا آ�n ح�د ا�?�دI 9 ��د زو��n  وي�
�1 z%و إذا آ� ، n ح�د ا�?�دI دي�� ��د 

9n وي�
� 9.   

:  م�ه� ر;> Iح�د ه�ا ا��;> 

    إ�1/�داً �<5 ا���tل ا�
�ب{ 999999999999999

   .I9ح�د ه�ا ا�?�د ه� 

 

�I Fح�د و �~�ات �?�� d5 أي آ��>� &�
 . و ه��ا 100ر;> %�
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�9 ب�;� "�
#> ا�?�د م� ه: ���ل  1 10 35 7 2n n+ +−    ؟32 �<5 ×

 

3 3 3 9 1

5 5 2 10 3

5 5 5

9 1 10 35 7 2

1(mod31) ( ) 1(mod31) 5(mod31)

2 1(mod31) (2 ) 1(mod31) 2 8(mod31)

5 56(mod31) 51(mod31)

n n

n n

n n

+

+

+ +− ×

≡ ⇒ ≡ ⇒ ≡

≡ ⇒ ≡ ⇒ ≡

≡ − ≡−

 

 

  :إذن 

9 1 10 35 7 2 51(mod31)n n+ +− × ≡− 

  :و ب�� أن 

11 51(mod31)≡− 

 d���:  

9 1 10 35 7 2 11(mod31)n n+ +− × ≡ 

  


�وي � <#
   .11إذن ب�;� ا��1
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 :�?�د�& ا��
�ب ا������ �<5 ا��وال ا

1 1

2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

(mod )

(mod )
(mod )

(mod )

(mod )

m m

m m

m m

a b n

a b n
a a a b b b n

a a a b b b n

a b n




 
 
⇒ 

 






≡

≡
+ +⋅⋅⋅+ ≡ + +⋅⋅⋅+⋅
× ×⋅⋅⋅× ≡ × ×⋅⋅⋅×⋅

⋅
≡

 

  :إذن 

  

(mod ) ( ) ( )(mod )a b n f a f b n≡ ⇒ ≡ 

  :���ل 

 Fض ه�: ا��ا��+%  

3 2( ) 4 5 1F x x x x= + + − 

13إذا آ�ن  1(mod3)≡ إذن :  

3 2(13) 13 4 13 5 13 1
(13) (1)(mod3)

3 2(1) 1 4 1 5 1 1

f

f f

f




⇒




= + × + × −
≡

= + × + × −

  

  :إذن 

2937 9(mod3)≡  

 F-اب�ه�: ا� Fآ�1ب ���� d�6ا ا�~�) بآ��:  

2937 0(mod3)≡ 

  

3 ��
) ا��
�F �<5 2937و ه�ا ب�?/5 أن ا�?�د  .  
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� أه� ا������ �  :&  ا�%$�ب ا�"��!  �

2 ��
) ا��
�a 5>� F ��د أو�� و Pإذا آ�  : -�(, &)�� ا�+*()ة � P :ه� �� ، 

 F���ا�:  

1 1(mod )pa p− ≡ 

  
   ؟17 �<5 11372�د ب�;� "�
#> ا�? : ���ل

��م� ا� 0#�ة ه�: ���� آ�1بF  11372ا�?�د  F#e; F%�?1اً ، ��� ب���� �#
   آ

162 1(mod17)≡  

 d���:  

71 1 1 113716 162 1(mod17) (2 (mod17) 2 (mod17)) 2 2 2≡ ⇒ ≡ ⇒ ≡×  

  


�و � <#
   .2و ب�;� ا��1

  

  :� ه�: ا����F  ��د أو�� �Pإذا آ�ن  : -�(, و�/$. �

  

( 1)! 1(mod )p p− ≡ −  

  : إذن 7 "
�وي Pإذا آ�%z  : ���ل

  

1 2 3 4 5 6 1(mod7) 720 1(mod7)× × × × × ≡ − ⇒ ≡−   

  

7 ��
) ا��
�F �<5 721و ه�ا ب�?/5 أن .   
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  :ه�: ا��اب-F " �ق  ��د أو�� ��دي Pذا آ�ن إ : -�(1 �

2 1(mod )x p≡ −  

  :آ�ن إ2 إذا 

1(mod4)p ≡  

  
13p: ���ل  =  

13 4 3 1 13 1(mod4)= × + ⇒ ≡  
  :إذن 

25 1(mod13)≡ −  
  :أي

25 13 2 1= × −   
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