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   3                                                    ��ل ا���ج ���                                    ا����
	 ا������

  

  ا����م�

�
�� ا� ا��ح�� ا��ح�  

  

  . !�  ا������ ا���ه���    ���ا���� � و ا���ة و ا���م ��� ���� و

  

 و ����1ب ا��56(ا� 43 &  آ�3�ة�2 ا����1��ت �(�ر��/ دراس& ا�,�+��ء و ا�()�س& و آ$#

 ،  و ��� �($; ا��9ا1�? �� أه��  ب��>  43 ه$; ا�:�9م ���ت ��� 2آ$�2 ا���6�8 ا��56(4

  . #�و�� و أ��اد ه$ا ا���C ا�$ي ه9 ب��Aب& �9س�9  43 ا����ب و ا���6�8 ا��56(4  

  

�ي ا���D& ا�46 #�بG آ�ن ا���6�8 ا��56(4 �� ا��9ا1�? ا�E�D& ب��)��& H(ن  بJ ، 4�

��:/ ا����ب و ا���6�8 . ا��,�ه�M ا����1�& ب�����LD و ا����8K ا�,�+��K�& و ا�()�س�& 

ا��56(4  دوراً أس�س�ً� 43 ا����Pن�2 و ���Pن�2 ا��9اK? ، و ا���ارة ، و ا��>)�O�N ، و 

6�و�>)�O�N و ه$ا ا��ور ��6��/ ا�6:�ف وP�Jب�ء ، و ا�)Pس ب���56(& و ا�� ا��6

  .  �,�ه��(� 

  

�ق ا���P6�ت ا�8�E� 46 ه$ا ا���C ��وة ��� ا����ب و ا���6�8 ا��56(4 O U:ب

�4 ، و ا����4  ا���6�8 ا��56(4 �:��6 ���(� Vث4 ، و ا��A4 ، و ا�K�(A8 ا���P6آ�� ،.  

  

�ا#(� و ا��ور ا�$ي ب:U ا�9Dان�� و ا����LD ب���& ا�� أ��A  �,(�(� و ا�6:�ف ��� �6>�

 ���LDو ا� ��9انDا� �Aأآ Mّ2 ���ت ��� د��$� ،  �LDن9ن أو ا��D43 ا� ���:�  آ6� 8>�

 �)�)3 &�9)��  �A�Y. ب  ��ج#ل ا��!ج � 

4.4.2008 

1- vector calculus                 2- vector analysis 
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   5                                                    ��ل ا���ج ���                                    ا����
	 ا������

�.- ,+ا*
� ا�����!ت :  

  

  : بYش�Pل ��6V,  و أش(� اJش�Pل ه6P# 4/ ا��56&

  

x y zA A i A j A k= + + 

1 2 3A Ai A j A k= + +  

 :�9�5ع �56(6�� 

  

  

  

  

  

 

A + B = B + A 

A + ( B + C ) = ( A + B ) + C 

m(nA) = (mn)A = n(mA)  

(m+n)A = mA + nA 

m( A + B ) = mA + mB 

  

  

  

        

A - B 

B 
A 

A B 

A + B 

a 

b 

θ a+b 
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	 ا������

  

� و �(6(� 43 �(& ا��56 ، #��وي واح�  9ح�ة ا�ا��56 ,���  ,��Vا�� v
�

   و #��وي 

v̂
v

v
=
�

�  

  

  

  

  

  

  

  

  

ˆ ˆ ˆk i j= ˆˆ   و  × ˆj k i= ˆˆ   و  × ˆi j k= 0i  و × i× 0j  و = j× 0k  و  = k× =  

  

0i  آ2�$  j⋅ 0i و  = k⋅ 0j   و  = k⋅ 1i  و  = i⋅ 1j   و = j⋅ 1k و = k⋅ =  

  

 

k 

j 
i 

z 

y 

x 

 78�
  :,!*+ن ا�
� ا�
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  :  43 ه$; ا����& θ ا�+او�  ب�)(��  �56(6�� وb و aإذا آ�ن~ 

�ب ا��اخ�4 �($; ا��56(6�� ه9  �Lا�:  

  

cosa b a b θ⋅ =  

  

2 2 2 2 2 2
cos x x y y z z

x y z x y z

a b a b a b

a a a b b b
θ =

+ +

+ + + +
 

�ب ا��Vر�4 �($; ا��56(6�� ه9  �Lا�: 

  

x y z
a a a a= + + و                 

x y z
b b b b= + +                

  

2 2 2
x y za a a a= + +  

  

2 2 2
x y zb b b b= + +  

x y z

x y z

i j k

a b a a a

b b b

× =  

  

y z x yx z

x zy z x y

a a a aa a
a b i j k

b bb b b b
× = − +  

a 

b 

a b×  

b 

a 

θ 

θ 
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   uا��6>�� 3�(� و  ث� ث �56(�ت C و B و Aإذا آ�ن 

   : �9ان�� ا�81�,6 �($; ا��56(�ت ه4  ، سُّ��� φو

  

( ){ }

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

d dA dB
A B

du du du

d dB dA
A B A B

du du du

d dB dA
A B A B

du du du

dd dA
B A

du du du

d dC dB dA
A B C A B A C B C

du du du du

d dC dB dB
A B C A B A C B C

du du du du

φφ φ

+ = +

⋅ = ⋅ + ⋅

× = × + ×

= +

⋅ × = ⋅ × + ⋅ ⋅ + ⋅ ×

× × = × × + × × + × ×  
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  :,�81 ا�4K+5 ���56(�ت ا�6

  

( )

( )

( )

2
( ) ( )

2 2

A B
A B

x x x

B A
A B A B

x x x

B A
A B A B

x x x

B A
A B A B A B

x y y x y x x

B A B A B A
A B

x y y x x y x y

   
   
   

∂ ∂ ∂+ = +
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂⋅ = ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂× = × + ×
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⋅ = ⋅ = ⋅ + ⋅ =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
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	 ا������

  ا��8��8 ا�>;!:�

  

( ) ( ) ( ) ( )r u x u i y u j z u k= + +  

  

dydr dx dz
i j k

du du du du
= + +  

  

  : 43 ه$; ا����& tب����ف 4 ه$; ا��اب�& ا�+�� و ن��+ �   u3ا��6>�� آ�ن �9 

�& 43 إD(ا� &��dr:   �� ا��)�� ه4  �)� ح�آr� �)6ن6(�ء ا��56(& س
v

dt
=  

: ا�5:6�8 ه9 
2

2
d r

a
dt

=  
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	 ا������

  

) �9 إن ا��56& )r u  ��� ك� و 9Oل ا�9Dس �� ه$ا ا��)�� هC 9ا�,4K�L ا��)�)�6# 4

l ،9ل ا�5+ءO 9س 1وDا� �� dl  .&43 ه$; ا����:   

  

dT
N

dl

dN
B T

dl

dB
N

dl

κ

τ κ

τ

=

= −

= −

  

ا��56(& 
dr

dl
��+ �($; l 43 �(& أزد��د C ��� ا��)��  ���سا�9ح�ة و  ه4 �56(& � ،

T:  أي T ب����ف 9ح�ةا��56(& ا�
dr

dl
�ات =�<# ،T9س  ب�D9ل ا�O ا�� &��(�dT

dl
 ه9 

�& 43 إن�)�ء ا��)�� D(ا�P  ف�   .κو ���+ �  ب���

B T N= ×  

1- element 
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τ  أ�96اء &�D(ا��)�� 43 ا�P~�A� و ه9 ��د ،   

  

2 2 2 2

2 2 2 2
T

dr dT d r d x d y d z
i j k

dl dl dl dl dl dl
= ⇒ = = + +  

dT أن ب��
N

dl
κ= 2�$� :  

2 2 2
2 2 2

2 2 2

dT d x d y d z

dl dl dl dl
κ

     
     = = + +     
     
     

  

J1Nن  =.   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



   13                                                    ��ل ا���ج ���                                    ا����
	 ا������

  ا��<!م	 ا�=8!:� 

� ا��6>��ات 43 #�2 ا���P6�ت و ذ�2 �<6� ��)� ���س�& ب:U ا���P6�ت ا�K�(A�& ن�5

 . �M6 ���(� ح��ب ا�8��P6  ا�46)�ح� ��9ص9ل ا�� روابG أس(8 و آ��# 2�$�G ا�

 

 43 ه$; ا����& v و uح�اث��ت ا��  و ��)� ب9�6ل ا�y و xإذا آ�ن ا�8��P6 43 إح�اث��ت 

  :���� ا�8��P6 ب($; ا��9رة 

  

  :أوً� ���)� #:�� �:9Dب�& ه$ا ا�8�9�6 و ه4 

  

1 1

2 2

( , ) ( , )
( , )

0
( , ) ( , )( , )

h u v h u v

x y u v
I

h u v h u vu v

u v

∂ ∂
∂ ∂ ∂= = ≠

∂ ∂∂
∂ ∂

 

 8PE8 ب($ا ا���P6ا� ���� Mث:  

  

1 2( , ) ( , )
*

( , )( , ) ( , )
( , )

h u v h u v

D D

x y
f x y dxdy f dudv

u v
∂=∫∫ ∫∫ ∂

 

  

   .v ���# *D و uح�اث��ت ا����5ة  43 ا��، y و xح�اث��ت ا����D&  43 ا�Dا�)�ح�  
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	 ا������

  :ا�8��P6 ا�4K�(A �� ه4 ن6�5&  :م=!ل 

  
2 2( )sin( )

D

I x y x y dxdy= − −∫∫  

  :ن�6:�� ب6>�� ا��6>�� ه$ا 

1

2

( , )
2

( , )
2

u v
x h u v

x y u

x y v u v
y h u v

+ = =− = 


⇒ 
 + = −  = =



  

�P69ب4 ا�D:� 98 ه� :  

1 1

2 2

( , ) ( , )
( , )

0
( , ) ( , )( , )

h u v h u v

x y u v

h u v h u vu v

u v

∂ ∂
∂ ∂ ∂= ≠

∂ ∂∂
∂ ∂

  

  :�:9Dب4 ه$ا ا�6>�� ه9 

1 1
( , ) 12 2

1 1( , ) 2

2 2

x y

u v

∂
= =

∂
−

  

  : ب($ا ا�����D 8PE ه$ا ا�8��P6 و ا�)�ح�& 
1 2

1 0

1
sin

2
I u uvdudv

−

= ∫ ∫  
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y ب�� S إذا آ�ن~ ا�)�ح�  :م=!ل  x=  2   وx y+ 1x  و = y+ 2  و  = 2 1x y−  �� ه4 =

 8��P65& ه$ا ا��ن6:  

( )( )
D

x y x yI e dxdy− += ∫∫  

  :ا��	 

   :& ه$ا ا�8��P6 ه4و �:9Dب�ا�6>��ات 

1

2

( , )
2

( , ) 1

( , ) 2
( , )

2

u v
x h u v

x y u
x y

u v
x y v u v

y h u v

+ = =+ = 
 ∂

⇒ ⇒ = 
∂ − = −  = =



  

  :إذن ن6�5& ه$ا ا�8��P6 ه9 
1 2

1

2 1 1
2

uvI e dudv= ∫ ∫  

   : #���Sو ا�)�ح�  
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	 ا������

  ا��<!م	 ا�@?� 

   �� ه4 ن6�5& ه$ا ا�8��P6:م=!ل 

C

dx dy
I

x y

+
= ∫ +

  

  

 �) و (0,1) و ه9 ��ب? رؤس  C ��� ا���� ,0) و −(1,0    ؟(1,1) و −(1

  

  :ا��	 

1

2

3

4

1
: 1

: 1
1

: 1
1

: 1
1

x t
c x y

y t

x t
c y x

y t

x t
c x y

y t

x t
c x y

y t

= −
+ = ⇒ =

=−
− = ⇒ = −

=
+ =− ⇒ =− −

=
− = ⇒ = −

  

  

1 2 3 4C C C C

I = + + +∫ ∫ ∫ ∫  

  

1 1 0 1

0 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1
0

1 1 1 1
I dt dt dt dt

t t t t t t t t−

− + − − − + − +
= + + + =∫ ∫ ∫ ∫− + − + − + + + −
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	 ا������

 �� ه9 ن6�5& ا�8��P6 :م=!ل 
C

xdx ydy+∫ 4(�(و ا�� C  92 هy x= ��6�D(ا� ��و ب 

   ؟ (1,1)  و  (0,0)

  

  :ا��	 
1 1

2 3

0 0

( .2 ) ( 2 ) 1
C

xdx x xdx x x dxxdx ydy⇒ + = + =+∫ ∫ ∫  
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	 ا������

 A?�  ت<!م	 ا�

2 �� ه4 ن6�5& ا�8��P6  :م=!ل  3

S

xy z dσ∫∫ 8 ؟��P643 ه$ا ا�  S ���P:/ وا�? 43  س

  .  z = 1 و  y = 1  و  x = 1 ب�� ا��,��ت �ود��و ا���A اJول 

  

  :ا��	 

2ا��ا�   3( , , )f x y z xy z=  

1 1 1: ( , ) 1A S g x y z= = =        0 1x≤ ≤    0 1y≤ ≤      

2 2 2: ( , ) 1A S g y z x= = =       0 1y≤ ≤   0 1z≤ ≤     

3 3 3: ( , ) 1A S g x z y= = =       0 1x≤ ≤    0 1z≤ ≤  

 

       

2 2 3 32 3

1 2 3

0 0 1 0 0 1 0 0 1
S A A A

xy z d xy dxdy y z dydz xz dxdzσ =∫∫ + + + + + + + +∫∫ ∫∫ ∫∫  
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	 ا������

  ا��<!م	 ا�=#ث� 

 Gواب�  :ب($; ا��9رة ه4 #>�� ا��6>�� 43 ا�8��P6 ا�A�ث4 ش��  ا�8��P6 ا�4K�(A و ا�

  

 �:9Dب�& w و v و �uاث��ت ا�� ح و ��)� ب8�9�6 ا�z و y و xح�اث��ت إذا آ�ن~ ا�

  :ا���P6�ت ا�A�ث�  ه4 

1 1 1

2 2 2

2 2 2

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )( , , )

( , , )
( , , ) ( , , ) ( , , )

h u v w h u v w h u v w

u v w

h u v w h u v w h u v wx y z
I

u v w u v w

h u v w h u v w h u v w

u v w

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂∂
= =
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

    

  :�8PE ���� ا�8��P6 ا�A�ث4 ب($ا ا

1 2 3

*

( , , )
( , , ) ( ( , , ), ( , , ), ( , , ))

( , , )D D

x y z
f x y z dxdydz f h u v w h u v w h u v w dudvdw

u v w

∂
=

∂∫∫∫ ∫∫∫  

  

 #��� w و v و uح�اث��ت ا����5ة 43 ا�و  ،z  وy و xح�اث��ت ا����D&  43 ا�Dا�)�ح�  

*D.    

�و�  �� ه�A� : 4ل Pت ا���& ا�ح�اث�9بD:؟�  

  

�و�  Pت ا���+�  ا�� ا�ح�اث�ر#�Pت ا���8�9 ا�ح�اث�#:  

  

cos sinx r θ φ=     و     sin siny r θ φ=     و     cosz r φ=  

  :43 ه$ا ا�8�9�6 أص�� 

u r=     و     v θ=     و     w φ=  
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	 ا������

  :  آ2�$ 

1( , , )h u v wx 2     و     = ( , , )y h u v w=     2     و ( , , )z h u v w=  

  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( , , )

( , , )

sin sin sin sin sin sin

cos cos cos

cos sin cos sin cos sin
r

x y z
I

r

r

r r r

r

r r r

r r r

θ φ

θ φ

θ φ

θ φ θ φ θ φ
θ φ

φ φ φ

θ φ θ φ θ φ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂∂
= =

∂ ∂ ∂∂

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂

  

  

  

  

2

cos sin sin sin cos cos
( , , )

sin sin cos sin sin cos sin
( , , )

cos 0 sin

r r
x y z

I r r r
r

r

θ φ θ φ θ φ

θ φ θ φ θ φ φ
θ φ

φ φ

−
∂

= = =
∂

−

  

  

�وي ه9 Pا� M52: �+ء ا�� sindv r drd dφ θ φ= ل�خ �� ;�Pا� M5إذن ����س�& ح 

 8PEث4 ن:�8 ب($ا ا��A8 ا���P6ا�:  

  

2
222

8

00

sin sin
r

V dv r drd d d dr dr

ππ

φ θ φ θ φ φ= = = ∫∫∫∫∫ ∫∫∫ ∫  

  
3

34
8 cos cos0

3 2 2 3

r
V r

π π
π = × × × − + = 

 
  



   21                                                    ��ل ا���ج ���                                    ا����
	 ا������

 ا����
	 ا������

  :أهM �,�ه�M ا���6�8 ا��56(4 

  

أي آ��& �9Pن �(� ��Dار و أ#�5; ، آ�� �Aً� س��& �D� 43ب8 ا����& ا�:�د�&   :1م���

]**[  . 

  

��ث 3�  ح�ث ا�$ي �43 ا�,�+��ء �6:�� ا�,�Lء أو �+ء �� ا�,�Lء أو ا���5ل  – 2ا���	

4K��+�3،  9ىD8 ا�Dارة أو ح�  . آ�8D در�& ا��

 آ��& 3�K��+�& #:)4 إ��Pن�& ا�Y6ث�� ب9Dة ��� ب:� ، �8A ��5ل ا��5ذب�  ، و ا���5ل :ا���	 

 4��O�(<4 ، و ا���5ل ا��Kب��)Pا�]* . [  

  

�& ��� ه$; ا��)�)��ت �)�– 3ا��8�� ا������Dت ا����س 43 أي ن��ر; �� �)�)���  ��

 8D56(& ا��� ���. 

  

� ،  ��9د ��� وح�ة 43 وح�ة ا�+�...) ��K? ، ح�ارة ،�9ة ، ( ه9  ���& – 4>
-ا�

�� �+ء �� ���ح& ا���� و  dσإذا آ�ن~ .  ا��56(4 ���رة �� آ��  سُّ���  ,�Uا�. ا��

a  56ا�� ،, U� 9ا��56(4 ه
S

adσ∫∫�.   

 -
 آ��& #6)�س/ �? ا�8��P6 ا�����E� 4ة �9ى ا���5ل ا�:�9د�& ��� ا���� ، 43 :ا�>

  ] .*[���ح& �:�)& 

  

�ات دا�  سُّ���   �56(& – 5ا���رج�<# &�����& ه4 ���& ه$; ا����& ، ب��C 43 �(& ، س

��H�.  
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�& ، 43 ��5ل � �56  ، ه9 ا��56  43  :ا���رج Dة ا���5ل أ#�5; أ��� �:�ل �+��د�)� ن

   .]* [�? ا����3&

 و ������gradF �)6ر; �� �56(& 43 أ��6اد ا�:�9د ��� ا���� ، و ���+ �(�  – ا���رج

�ات �<# &��  . 43 �(& ا�MK�D ��� ا���� و ه$; ا����& ���& �F ��Hا�:�د�  #��وي س

ح�اث��ت ، ه4 ا���D6Eت ا�K+5�&  ه9 ا��56  ا�$ي ��آ��#  ، ا��9از�& ����ور ا�:ا���رج 

��ا�& �:��ة ب��)��& ���6>��ات ا����D6& ، ب��9P� Cن أ�5#; ��آ�6  ��� أح� ���ور 

 �ً��Hب8 �$�2 ا���9ر ، أ��Dا�� �ا�ح�اث��ت ه9 ذ�2 ا�$ي �9Pن 3�  ا���6E ، ب��)��& ���6>�

  ، و ه9 ا��56  

, ,F F F
x y z

 
 
 

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

 

�6�ة ، و 43 ه$; ا����& ، �6��ب� ا��6رج �? و ����ً� ، �5/ أن�� &�K+5ت ا��D6E9ن ا��P# 

  ]** [∇F  و  gradFو �6P/ ا��6رج ب���6E� . 8PE ا��ا�& ا��56(�& 

  

  .�56(4 ح8D ��/ و  أ ��)�? )�9�  #��� ا�3�AP  ا�آ��  سُّ���  ،  – 6ا���!��

  

���ً� �56  ، و ه4   – 7رانا��وD#   56� ة��ردوران ��، و 43  �(&  �� وح�ة ا��

C�ه$ا ا��وان ه9 حّ�  ، ب� �Aأآ . 

  

  

  

  
1- vector              2- field           3- vector curve         4- flux          5- gradient          

6- divergence      7- curl or rotation         

 .  أب�اه�M ح�9د;، أآ�د���. ، د)  ��ب4 - 3�ن�4-أن�P�+ي( �:M5 ا�,�+��ء   * - 

4 ���,� ب� اJش(�، أآ�د���. ، د)  ��ب4 - 3�ن�4-أن�P�+ي( �:M5 ا����1��ت  ** - ��.  
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gradF F
F F F
i j k

x y z
=∇× =

∂ ∂ ∂+ +
∂ ∂ ∂

  

  

F
F F F

divF
x y z

∇⋅ =
∂ ∂ ∂= + +
∂ ∂ ∂

��
  

  

x y z

i j k

curlF F
x y z

F F F

 
 ∂ ∂ ∂ =∇× =
∂ ∂ ∂ 
 
 

� �
  

  

x y z
F F i F j F k= + +

�� � �
  

  

x y z
∂ ∂ ∂∇= + +
∂ ∂ ∂

  

  

2 2 2
2

2 2 2x y z
∂ ∂ ∂∇ = + +
∂ ∂ ∂

  

  

( ) ( )div curlF F=∇⋅ ∇×  

  

F F F F×∇⋅ = ⋅∇×
� � � �

  

  

2( ) ( )φ φ φ∇⋅ ∇ = ∇⋅∇ =∇ 

   :ا���رج
F ���ُّس  

  :ا���!�� 
F 6� 5  

 

  :ا��وران 
F  56�  

  

  :مJث� د��!
  

�#س L ث�Jم:  
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2F divgradF∇ =  

  

)إذا آ�ن   , , ) 0F x y z   :   إذن =

F F F
dF dx dy dz

x y z

du gradF dl

dl dx i dy j dz k











∂ ∂ ∂= + +
∂ ∂ ∂

⇒ = ⋅

= ⋅ + ⋅ + ⋅

  

  

  :   سُّ���  إذن φ و  �A 56إذا آ�ن~ 

( ) ( ) ( )A A Aφ φ φ∇⋅ = ∇ ⋅ + ∇⋅                                   

  

  

 8PE8 ب($ا ا�Dدا�& ح:  

x y z
F F i F j F k= + +

�� � �
  

  :43 ه$; ا����& 

0divF < ⇒
�

    ح8D ���ب 

  

0divF > ⇒
�

 �:D� 8Dح  

  

0divF = ⇒
�

 ���� 8Dح  
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 دوال ذات Q و P ن,�ض أن ا��وال :  �OGreen’s Theoremی�م��ه�8 

��� و ��D6E#(� ا�K+5�  43 ا�)�ح�& �<6�D ة� D 43 ا�)�ح�  Cإذا آ�ن ا��)�� .  ���6

  :إذن

  

( , ) ( , ) ( )
C S

Q P
P x y dx Q x y dy ds

x y
∂ ∂+ = −∫ ∫∫ ∂ ∂�  

  

�4 ح9ل �)�� ���ه)& ا�#�9ل ه$; ا�V8 ا���P6 ��<�  8A�C��P# 4 ���  ا��K�(8 ث

��   .C ا����9ر ب���)�)S  4 ا��,�& و ���ود ب���

  

1 ���وي Cث�~ أن ا���� ا����ود بYي �)�� �>�� �8A إ :م=!ل 

2 C
xdy ydx−∫�  

  :ث��ت إ

( , )

( , ) 1

2

1Q x y x

P x y y
P

y
Q P

x yQ

x





⇒




= 


= − ⇒

⇒

∂ =−
∂ ∂ ∂− =

∂ ∂∂ =
∂

  

  

1 1 1

2 2 2
2( )

S S SC

Q P
xdy ydx ds ds ds

x y
∂ ∂− = −∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫∂ ∂

= =�  

  

 8��P6و ا�
S

ds∫∫ه9 ���ح& ا  ����S 4(�(ا����ودة ب��� C  
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ا�,�Gauss – Ostrogradsky Theorem :  U  أس��و�Oادس<�-م��هO �8!وس 

  : ه8A� S 9 س�� �>�� ���  Aا��56(4 

  

( )F n ds divFdv
VS

⋅ =∫∫ ∫∫∫
� �

� 

S ، �� divF ،   حF4)56� 8D �+ء ا��dv ، M5 �+ء ا���� ، ds ا��V ، M5 ا��

 ��ُ��#F.  

  

�ه)& #�9ل ه$; ا���U�3  8��P# ا�� ��<� ��ا��8D ا����ود #����  ا��8D ا��56(4 �� س

 ��  .ب�M5 ذ�2 ا��

  

  

F إذا آ�ن :م=!ل  xi yj zk= + + ���ه� آ�;   و ا����:�د�6(�   و Rن�© �

2 2 2 2x y z R+ + =  

3F xi yj zk divF
x y z

x y z
= + + ⇒ =

∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂

� �
  

 ;�Pا� M58 ��� ح��P6ا�:  

3 33
43 4
3

divFdv dv
V V

R Rπ π∫∫∫ ∫∫∫= = × =
�

  

  

34divFdv
V

Rπ∫∫∫ =
�

  

  :43 ه$; ا����&   ا�9ح�ة  �n&56إذا آ�ن~ 
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2 2 2

gradF xi yj zk xi yj zk xi yj zk
n

gradF xi yj zk Rx y z

+ + + + + += = = =
+ + + +

  

  

�� و أح��نً� 43 ب:U ا����در �6P/ �+ء ا���� ب($ا ه$; ا��56(& ��9د ��� ا��

8PEا�:  

d n dsσ = ⋅  

  

  :إذن 

( )
2 2 2 2

xi yj zk
xi yj zk x y z R

F nds ds ds d Rds
R R R

σ⋅+ +
+ + + +⋅ = = = =

� �
 

  

 ;�Pا� ��  :ا�8��P6 ��� س

  

2 3( ) (4 ) 4F n ds R
S S S

Rds ds R R Rπ π⋅ = =∫∫ ∫∫ ∫∫ = =
� �

� � �  

  

3( ) 4F n ds
S

Rπ⋅∫∫ =
� �

�  

  .آ�� ن�ح» #��وي ا����6�� 
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  : هL 9ح9ل ا��)��  A دوران ا��Stoke’s Theorem :  56 س�+آ\م��ه�8 

  

A dr curlA nds
C S

⋅ = ⋅∫ ∫∫� 

�8D�� 4 �56(4 ح9ل ا��)�� ا��>�� ���ه)&#�9ل ه$; ا�V8 ا���P6ا� C  4K�(8 ث��P# ا��

�� ���ود ب���)�)4 ��C.   

A 56�  ، C ، ��<� ��(� Sا����9ر ��ا�9ح�ة   �C ، n 56 ب���)��  أو ا����ود  ا��

� ��dxiو  5ds+ء ا�� dyj dzkdr + ا����G  ه9 ا��)�)C 4ا��)��  . ( =+

��  ) Sب���

 

2 ه4 ن�© آ�; Sن,�ض : م=!ل  2 2 1x y z+ + 0z و = :  هA 4  و ا��56 ≤

2 2(2 )A x y i yz j y zk= − − −
�

�ه)& س6&  ، ا����9ب #�D�� ص��� N9آ.  

  

�; �:�د�6(�  Cا��)�� K2 ه9 دا 2 1x y+ �; ه4 آ2�$ =Kو �:�د�& ه$; ا��ا  :siny t=  

cosxو   t= ا$� :  
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2 2 2 2(2 ) (2 )A dr dxi dyj dzk dzx y i yz j y zk x y dx yz dy y z   ⋅    
⋅ = + + =− − − − − −  

  

2
2 2

0

(2 ) (2cos sin )( sin )A dr dz
C C

x y dx yz dy y z t t t dt
π

π⋅ = =∫ ∫ − − − − − =∫� �  

A dr
C

π⋅ =∫�  

2 22

curlA A

i j k

k
x y z

x y yz y z

=∇×

 
 

∂ ∂ ∂ = =
 ∂ ∂ ∂
 

− − − 

�
  

  

curlA nds k nds ds
S S S

⋅ ⋅∫∫ ∫∫ ∫∫= =  

  

1k n⋅ =  

 �dsا�8��P6 اJخ�
S
�; ا����ودة ب���)�� ∫∫Kه9 ���ح& ا��ا C ة�Kو ا�$ي آ�ن ا��ا 

2 2 1x y+   : إذن =

curlA nds
S

π⋅∫∫ =  

  

�ه)& س96آN  ص�&  ا�)6�65�� Y#آ� #��وي ه$;�� ��  .�($; ا��56(& و ه$ا ا��
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�aا�b
   �Oی� ���ه�8 �� ا�����

  

   Aن,�ض ا��56(& 

A Pi Qj= +
� � �

 

  

r xi yj dr dxi dyj= + ⇒ = +
�

  

 

( )( )Pdx Qdy Pi Qj dxi dyj A dr+ = + + = ⋅  

 

( )

0

Q P Q P
i j k

z z x y

i j k

A
x y z

P Q

∂ ∂ ∂ ∂
+ + −

∂ ∂ ∂ ∂

 
 ∂ ∂ ∂ ∇× = =−
∂ ∂ ∂ 

 
 

  

  

( ) Q P
A k

x y
∂ ∂∇× ⋅ = −
∂ ∂

 

  

 

( )
C D

kdSA dr A= ⋅⋅ ∇×∫ ∫∫�  
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-ا�< Flux : 

 ?E:E# أو ، ?K�� &��#�9ر �56  #),$ �� س�� خ�ص ، ���P أن #9Pن #�2 ا��56  س

 ، 4��O�(<� اري ، أو� dσ ا�)�3$  �� �+ء ا���� dF &)56���  Aا��56(4  ا�,�U ح

 :ه9 

 

�ه� :م=!ل � و ��آ+  ا����D; ا��,�� H و أر#,��(� R ا�,�U ��� أس�9ان  ن�© �

�آ+ ا�ح�اث4 � ��� ���(�. 

 

 

 

 

 

 

 

  

cosdF A d A nds dF A dsσ θ= ⋅ = ⋅ ⇒ =
 
 

n أو �+ء ( �56(& ا�9ح�ة ���9د ��� �)�

��  )ا��

 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

cos 0
2

cos
cos

cos
cos

r R a n r

R
r a n r R

H
r a n r H

π

β
β

θ
θ

= ⇒ ⋅ = =

= ⇒ ⋅ = =

= ⇒ ⋅ = =

 

n 

ds 
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1 2 3S S S S

ad ad ad adσ σ σ σ= +∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫+�  

  

و ) S2(و ا���� ا��5ن�S3 ( 4 (:��� ���وي �9�5ع س�� ا����D; ا�S س�� اJس�9ان 

  : إذن )S1(س�� ا���D& ا��,�� 

1 2 3

1 2 3S S S S

a n a n a nad ds ds dsσ ⋅ ⋅ ⋅= +∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫+� 

 

2 3

0
S S S

ad R ds dsHσ = +∫∫ ∫∫ ∫∫+� 

 

2 2(2 ) ( ) 3
S

ad R RH H R RHσ π π π= +∫∫ =� 

 

23إذن ا�,�U ��� س�� اJس�9ان  ���وي  RHπ  
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  ح�اث
!ت �i م@��h اgا����
	 ا������ 

و ر#�+�  ا��Pح�اث��ت ، ا��)�)�  و 9ان�� ا���6�8 ا���6V�� 4)56© ا��ه$; ا��5اول 43 

�و�  Pو ا�  �9ان�� ح�اث��ت ا��)�)�  أح�اث�� #:�6� ا�.اJسKأس6)�6ج س� �P�� و  �ت ���9

   .ح�اث��ت ا��)�)�  ا�ح�اث��ت �� ا�

  

ح�اث��ت  ا����P أس6)�6ج  . 3u و 2u و 1uح�اث��ت ا��)�)�  ه4 ا�ح�اث��ت 43 ا�

  :ه$; ا��9�6�ت ا��)�)�  و ذ�2 �� خ�ل ح�اث��ت  �� ا�ا��Pر#�+� 

  

1du dx=      1         وu x=  

2du dy=       2       وu y=          

  3du dz=       3       وu z=           

  

11 1i
i

i

ds dx
h i h

du dx
= ⇒ = ⇒ = =  

22 1i
i

i

ds dy
h i h

du dy
= ⇒ = ⇒ = =  

33 1i
i

i

ds dz
h i h

du dz
= ⇒ = ⇒ = =  

dl9ل�   �+ء ا�

dvM5ء ا��+�   

dσ ��  �+ء ا��
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  ح�اث
!ت ا��8�8
�اg  �!*+نا�

1u  2  وu 3  وu  

1h  

2h  

3h  

  

i
i

i i

rds
h

du u

∂
= =

∂
  

1,2,3i =  

dl  2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 3h du h du h du+ +  

dv  1 2 3 1 2 3h h h du du du  

dσ  1 2 3 2 3d h h du duσ =  

2 1 3 1 3d h h du duσ =  

3 1 2 1 2d h h du duσ =  

∇
�

  31 2

1 1 2 2 3 3

1

sin

uu u

h u h u h r uθ
∂ ∂ ∂

+ +
∂ ∂

�� �

  

 

 

 

 

 

 ح�اث
!تاg *+ع
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  ح�اث
!ت ا�<!رت
kی�اg  �!*+نا�

x  و  y  و  z  
gا�
  ح�اث
!ت اlس?+ا*

r  و  φ  و  z  
gت ا�<�وی�ا!
  ح�اث

r  و  φ  و  θ  

1h  

2h  

3h  

1  

1  

1  

1rh =  

h rφ =  

1zh =  

1rh =  

h rθ =  

sinh rφ θ=  

dl  2 2 2dx dy dz+ +  2 2 2 2dr r d dzφ+ +  2 2 2 2 2 2sindr r d r dθ θ φ+ +  

dv  dxdydz  rdrd dzφ  2 sinr drd dθ θ φ  

  

dσ  

xd dzdyσ =  

yd dxdzσ =  

zd dxdyσ =  

rd rd dzσ φ=  

d drdzφσ =  

zd rd dzσ φ=  

2 sinrd r d dσ θ θ φ=  

sind r drdθσ θ φ=  

d rdrdφσ θ=  

∇
�

  i j k
x y z

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂

�� �
  1

r zu u u
r r z

φ φ
∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂
� � �  1 1

sinru u u
r r r

θ φθ θ φ
∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂
� � �  

  

  

  

  

  

 ح�اث
!تاg *+ع
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  ح�اث
!ت ا��8�8
�اg  �!*+نا�

1u  2  وu 3  وu  

gradΨ =  

∇Ψ
�

  

31 2

1 1 2 2 3 3

uu u

h u h u h u

∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ
+ +

∂ ∂ ∂

�� �

  

divF =
�

  

F∇⋅
� �

  
2 3 1 1 3 2 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1
( ) ( ) ( )h h F h h F h h F

h h h u u u

 ∂ ∂ ∂
+ + ∂ ∂ ∂ 

  

curlF =
�

  

F∇×
� �

  
1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3

1

h u h u h u

h h h u u u

h F h F h F

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

� � �

  

Laplacian  

2∇ Ψ  
2 3 1 3 1 2

1 2 3 1 1 1 2 2 2 3 3 3

1
( ) ( ) ( )
h h h h h h

h h h u h u u h u u h u

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

  

  

  

  

  

  

  

 !تح�اث
اg *+ع
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  ح�اث
!ت ا�<!رت
kی�اg  �!*+نا�

x  و  y  و  z  
gا�
  ح�اث
!ت اlس?+ا*

r  و  φ  و  z  
gت ا�ا!
  <�وی�ح�اث

r  و  φ  و  θ  

gradΨ =  

∇Ψ
�

  
i j k

x y z

∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ
+ +

∂ ∂ ∂

�� �
  1

r zu u u
r r z

φ φ
∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ

+ +
∂ ∂ ∂

� � �  
sinr

uu
u

r r r

φθ

θ θ φ
∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ

+ +
∂ ∂ ∂

��
�  

divF =
�

  

F∇⋅
� �

  

yx z
FF F

x y z

∂∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂
  ( )1 1x z

FrF F

r r r z

φ

φ

∂∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂
  

2

2

( sin )( )1 1

sin
r

Fr F

r r r

θ θ
θ θ
∂∂

+ +
∂ ∂

  

1

sin

F

r

φ

θ φ

∂
+

∂
  

  

curlF =
�

  

F∇×
� �

  

x y z

i j k

x y z

F F F

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

�� �

  

r z

r z

u u
u

r r

r z

F rF F

φ

φ

φ
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

� �
�

  

2 sin sin

( sin )

r

r

uuu

r r r

r

F rF r F

φθ

θ φ

θ θ

θ φ
θ

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

���

  

Laplacian

  

2∇ Ψ  

2 2 2

2 2 2x y z

ψ ψ ψ∂ ∂ ∂
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�� -إ*��
kي (��(  

  M¯ن�)MK�� دوج) أو+�  Binormal   

   Boundray  حّ�

�� ا��6>���<#  Change of variable  

�   Component  آ� �ّ

�:D�  Concave   

�:D#  Concavity   

Gاب�6�  Connected   

��6��  Continuous   

   Convex  ���ب

   Cross product  اء خ�ر�4��اء #O�D:4 أو ��

  Curl , rotation  دوران

   Curvature  إن�)�ء

4(�(�  Curve   

   Cylindrical coordinates  إح�اث��ت أس�9ان� 

   Determinant  ���دة

��ُ��#  Divergence   

�ه)& ��وس ��� �  Divergence theorem   أس6�و��ادس4P- أسM !خ

�4 أو ��اء داخ�4Dاء ن��  Dot product  

4K�(8 ث��P#  Double integral  

   K��  Fluid? أو س��ل
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?K2 ا��9ا�ن�P��  Fluid mechanics   

 U�,ا�  Flux   

   Function  دا� 

4- ���ه)& ��وس Pادس�  Gauss-Ostrogradsky theorem   أس6�و�

   Gradient  #�ر±ج

����ه)& ���  Green’s theorem   

   9D:�  Jacobianب�&

  Lapacian operator  �´ث� �ب�س

4�  8��P#  Line integral خ

©��L� 8��P#  Multiple integral  

   Normal  )أو ��9د(ن�¯�4 

  Normal to plan   ��� ا��,�&)أو ��9د(ن�¯�4 

  Normal to surface   ��� ا����)أو ��9د(ن�¯�4 

   Octan  ��ثُ

�   Operator  �´ث

   Orthonormal  ن�¯�4 ا�6:���

 ���  Polar coordinates  إح�اث��ت �

4��Kر M¯ن�  Principle normal  

  Product inner  ��اء داخ�4

� ا�ن�)�ء�  Radius of curvature  ن�© �

� ا96�Jاء�   Radius of torsion  ن�© �

  Scalar field  ح8D س4��ُّ
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  Scalar function  دا�  سُّ��� 

  Scalar product  ��اء س4��ُّ أو ��اء داخ�4

<� G�ب� ��(���  Simple closed curve  

  �6�اب�  ب���  Simply – connected  

 /Dش·(ث  (� $,(�(   

  ثD/ �),$ �)  ا���ء أو ثD/ #),$ �)  ا���ارة

Sink   

  )���ر �)  ش· (�)�?

  �)�? ��ء ، أو �)�? ح�اري

Source   

  Spherical coordinates  إح�اث��ت آ�و� 

Nه)& س96آ���  Stoke’s theorem  

��   Surface  س

��  8��P#  Surface integral س

   Torsion  أ�96اء

   Trajectory  ���ر

   Trihedral  ث�ث4 س�9ح

  8��P#  Triple integral ث�ث4

  Unite Vector  �56(& ا�9ح�ة

 56�  Vector  

4)56� 8Dح  Vector field  

  Vector function  دا�  �56(� 

  Vector product  ��اء �56(4

M58 ح��P#  Volume integral  



   42                                                    ��ل ا���ج ���                                    ا����
	 ا������

�.- مb?��!ت ا����
	 ا������  

) ��  ) إ*��
kي-��

   Cylindrical coordinates  إح�اث��ت أس�9ان� 

 ���  Polar coordinates  إح�اث��ت �

  Spherical coordinates  إح�اث��ت آ�و� 

�ه)& ��وس ��� �  Divergence theorem   أس6�و��ادس4P- أسM !خ

   Torsion  أ�96اء

   Curvature  إن�)�ء

��ُ��#  Divergence   

   Gradient  #�ر±ج

�� ا��6>���<#  Change of variable  

�:D#  Concavity   

  8��P#  Triple integral ث�ث4

4K�(8 ث��P#  Double integral  

M58 ح��P#  Volume integral  

4�  8��P#  Line integral خ

��  8��P#  Surface integral س

©��L� 8��P#  Multiple integral  

   Trihedral  ث�ث4 س�9ح

   Octan  ثُ��

   Cross product  ��اء #O�D:4 أو ��اء خ�ر�4

  Product inner  ��اء داخ�4
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  Scalar product  ��اء س4��ُّ أو ��اء داخ�4

  Vector product  ��اء �56(4

�4 أو ��اء داخ�4Dاء ن��  Dot product  

   Boundray  حّ�

  Scalar field  ح8D س4��ُّ

4)56� 8Dح  Vector field  

   Function  دا� 

  Scalar function  دا�  سُّ��� 

  Vector function  دا�  �56(� 

  Curl , rotation  دوران

��   Surface  س

 U�3  Flux   

�   Operator  �´ث

  Lapacian operator  �´ث� �ب�س

   K��  Fluid? أو س��ل

Nه)& س96آ���  Stoke’s theorem  

  Gauss-Ostrogradsky theorem   أس6�و��ادس4P- )& ��وس ���ه

����ه)& ���  Green’s theorem   

 56�  Vector  

  Unite Vector  �56(& ا�9ح�ة

Gاب�6�  Connected   

  �6�اب�  ب���  Simply – connected  
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   Convex  ���ب

   Determinant  ���دة

�آ� �  Component   

   Trajectory  ���ر

��6��  Continuous   

  ) �),$ �)  ش·(��/ 

  ��/ �),$ �)  ا���ء أو #),$ �)  ا���ارة

Sink   

�:D�  Concave   

  )���ر �)  ش·(�)�? 

  �)�? ��ء ، أو �)�? ح�اري

Source   

��<� G�ب� ��(�  Simple closed curve  

4(�(�  Curve   

?K2 ا��9ا�ن�P��  Fluid mechanics   

 M¯ن�)MK�� دوج) أو+�  Binormal   

4��Kر M¯ن�  Principle normal  

   Normal  )أو ��9د(ن�¯�4 

  Normal to surface  ��� ا����) أو ��9د(ن�¯�4 

  Normal to plan  ��� ا��,�&) أو ��9د(ن�¯�4 

   Orthonormal  ن�¯�4 ا�6:���

� ا96�Jاء�   Radius of torsion  ن�© �

� ا�ن�)�ء�  Radius of curvature  ن�© �

   9D:�  Jacobianب�&



   45                                                    ��ل ا���ج ���                                    ا����
	 ا������

 

  ا��b!در

  

 

� Schaums Mathematical Handbook of Formulas and Tables 
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Mir , Moscow 1973 . 

 

 .  أب�اه�M ح�9د;، أآ�د���. ، د)  ��ب4 - 3�ن�4-أن�P�+ي( �:M5 ا�,�+��ء  �

 

4 ���,� ب� اJش(�، أآ�د���. ، د)  ��ب4 - 3�ن�4-أن�P�+ي( �:M5 ا����1��ت  ���.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



   46                                                    ��ل ا���ج ���                                    ا����
	 ا������

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  ��ل ا��
ج �������

www.jalalalhajabed.com 

  

 

  

 ��  :ا�� $� ا#�"! و

jalal.alhajabed@hotmail.com 

jalal.alhajabed@yahoo.com  

 




